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Idées directrices pour analyser les problèmes decompréhension dans l’apprentissage des mathématiques1
Raymond DuvalUniversité Côte D’OpaleFranceduval.ray@wanadoo.fr
AbstractIn order to analyze the processes of comprehension underlying any mathematicalactivity we must start from the epistemological and cognitive characteristics thatare specific to mathematics. The mathematical activity is based on transformationof semiotic representations in other semiotic representations. Solving problem in amathematical way always requires mobilizing, explicitly or implicitly, two registersof semiotic representation. We can then observe the various kinds of threshold ofcomprehension that block many students at different levels of the curriculum.Firstly there are two kinds of transformations of semiotic representations thatare quite different sources of difficulties. But one ignores or rejects the one thatrequires shifting the register within a representation is produced for two reasons.Either because only one kind of transformation is important from a mathematicalpoint of view, or because one believes that a multirepresentation, now obviouswith computers, removes any difficulty of the representation conversion, as it is thecase in other fields of knowledge. Secondly, for understanding when one learnsmathematics one needs first to recognize and not to justify. The ability to solveproblems, to explore them in a mathematical way, to anticipate possible treatments,to check by oneself the validity of a procedure is basically the ability to recognizethe same object in two different representations or different objects in almost similarrepresentations. This ability requires a coordination of various registers separatedby cognitive gaps. The conceptualization in mathematics emerges only from thiscoordination.We take several examples to give an insight both of the specific problems ofcomprehension in learning mathematics and of the cognitive way of analyzingthem. And we highlight the need of an explicit and global cognitive approach inmathematics education so that learning mathematics means for all students todevelop their ability to think, to see, to imagine and to organize information.Key wordsMathematics education. Registers of semiotic representations. Problem analysis.Cognitive analysis.
L’apprentissage des mathématiques soulève des problèmes de compréhension qu’on nerencontre pas dans les autres domaines de la connaissance. On y observe en particulier
1 Este trabajo corresponde a una conferencia paralela dictada en la XIII CIAEM, celebrada en Recife,Brasil el año 2011.
Cuadernos de Investigación y Formación en Educación Matemática. 2013. Año 8. Número 11. pp 149-161. Costa Rica
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150 Duval
deux types de difficultés radicalement différents. A l’échelle de séquences d’activitéssur quelques semaines, ou parfois sur une seule séance, il y a les difficultés locales.Elles sont relatives à chaque nouvelle notion ou chaque nouvelle procédure introduite.A l’échelle d’une année, et surtout d’un cycle ou du curriculum, il y a des difficultés glo-bales et récurrentes. Elles sont relatives à la résolution de problème, au raisonnement,à la visualisation géométrique, à la visualisation graphique, à l’absence de transfert dece qui est supposé avoir déjà été acquis à de nouvelles situations, à l’application deconnaissances à la réalité. Ces difficultés récurrentes ne sont jamais surmontées parla grande majorité des élèves, et on ne les rencontre qu’en mathématiques, ou lorsqu’ilfaut utiliser des mathématiques. Pour en comprendre les raisons profondes, il ne suffitpas de regarder ce que les élèves font, ou ce qu’ils ne parviennent pas à faire, ou en-core ce qu’ils réussissent à faire collectivement dans les tâches et les problèmes qu’onleur donne, il faut d’abord s’interroger sur ce qu’est la connaissance mathématique parrapport aux autres types de connaissance.La situation épistémologique des mathématiques est totalement différente de celle desautres domaines de connaissance. Cela tient au rôle central que les représentationssémiotiques y jouent à la fois pour accéder aux objets de connaissance et pour le pro-grès des connaissances en mathématiques. En effet, l’accès aux objets mathématiques(nombres, fonctions, propriétés géométriques, etc.) se fait uniquement en utilisant desreprésentations sémiotiques, et non pas en partant de données qui auraient été ob-servées ou constatées perceptivement, ou encore enregistrées à l’aide d’instruments,comme dans les autres domaines de connaissance scientifique. Mais surtout, l’activitémathématique de recherche et de preuve consiste à transformer des représentationssémiotiques, données dans le contexte d’un problème posé, en d’autres représentationssémiotiques. Et, de ce point de vue, une représentation sémiotique n’est intéressanteque dans la mesure où elle peut se transformer en une autre représentation, et nonpas en fonction de l’objet qu’elle représente. C’est pourquoi il faut partir de ce quicaractérise épistémologiquement et cognitivement la connaissance mathématique pouranalyser les problèmes de compréhension dans l’apprentissage des mathématiques :la transformations de représentations sémiotiques en d’autres représentations sémio-tiques. Et là une observation fondamentale s’impose immédiatement : la résolutionmathématique d’un problème exige qu’on mobilise, explicitement ou implicitement, aumoins deux types de représentations totalement différents. D’où une question qui nousconduit à la première idée directrice : toutes les transformations de représentationssémiotiques sont-elles cognitivement de même nature et d’un même intérêt du pointde vue mathématique ?
1 Séparer deux types de transformations de représentations sémio-tiques
Prenons l’exemple d’une activité d’exploration très simple : le développement de confi-gurations polygonales d’éléments, qui peuvent être des jetons ou des points, en suivantune règle simple. La question est de prévoir le nombre d’éléments pour n’importe quelleconfiguration de la suite ainsi générée.
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Une première règle de développementde manière à obtenir une disposition encarré
Une variante par « encerclement »
Figure 1: Deux variantes d’un même problème.
2 Analyse des transformations de représentations sémiotiques produi-sant la solution du problème
Nous allons nous limiter ici à la seule activité de description numérique sans allerjusqu’à sa généralisation dans une écriture littérale. Il y a évidemment deux descriptionsnumériques possibles : l’une qui consiste à dénombrer chaque configuration et l’autrequi se focalise sur l’augmentation d’une configuration à la suivante.
Figure 2: Analyse des transformations de représentation
Arranger matériellement ou dessiner les configurations successives n’est pas une acti-vité mathématique, ni à proprement parler une transformation de représentation. On secontente d’appliquer une règle de production en fonction d’un critère perceptif. L’activitémathématique commence avec le dénombrement des élément, c’est- à dire avec leurdescription numérique que nous avons marquée par des flèches rouges en pointillé.Or ce dénombrement implique la mobilisation explicite d’un autre type de représenta-tion sémiotique. Regardons maintenant la variante par « encerclement ». On voit qu’undeuxième type de transformation devient nécessaire. Il faut d’abord transformer les dis-
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152 Duval
positions carrées d’élements en une configuration de sous-configurations triangulaires.Puis il faut regarder comment ces sous-configurations triangulaires se développent.On remarquera qu’ici on ne change pas de type de représentation. Nous avons marquéesces transformations par deux flèches bleues en trait plein. C’est ensuite seulement qu’onpeut décrire numériquement le développement (flèches rouges en pointillé).Il y a évidemment d’autres variantes de cette activité et certaines conduisent à laformule qui donne le nombre d’hexagones réguliers pavant un disque de rayon n (Du-val 2005a). Mais ces deux variantes suffisent pour voir la différence entre les deuxtypes transformations qui constituent l’activité mathématique et que nous appelleronsrespectivement des conversions et des traitements. L’analyse de cet exemple permetde faire une seconde observation essentielle. Les traitements dépendent entièrementdu type de représentation utilisé. Ici, on peut observer un traitement spécifique auxfigures. Il faut décomposer la disposition carrée en sous-configurations triangulaires.C’est une opération de visualisation, qui n’est a priori guidée par aucun concept, etqui est la même que celle mise en oeuvre dans la célèbre preuve chinoise du théo-rème de Pythagore. Avec d’autres types de représentation sémiotique, les traitementssont évidemment totalement différents. Ainsi les algorithmes de calcul pour les quatreopérations ne sont pas les mêmes avec un écriture décimale des nombres ou avec uneécriture fractionnaire.
3 Deux sources indépendantes et profondes de difficulté pour les élèves
D’un point de vue mathématique, il y a une très grande réticence à séparer ces deuxtypes de transformations. Et cela pour deux raisons différentes. Tout d’abord ce sontles traitements qui sont importants,et plus particulièrement les traitements faits avecdes types de représentation qui permettent de développer des algorithmes. Ensuite onpense que la conversion ne peut plus être une difficulté avec la juxtaposition de dereprésentations différentes, comme cela devient le cas avec les ordinateurs, ou qu’elleserait la conséquence de la compréhension des concepts mathématiques. Ainsi presquetoutes les recherches faites sur l’enseignement des mathématique ne prennent jamais lapeine de séparer ces deux types de transformations comme pouvant être deux variablescognitives essentielles pour l’enseignement.Quand on organise les observations de manière à pouvoir isoler ces deux variables, onvoit alors que la conversion constitue le premier obstacle pour les élèves. Cela bien sûrimplique méthodologiquement que l’on fasse varier le sens de conversion. Depuis queavons mis en oeuvre cette méthode en 1988, cette difficulté est régulièrement observéeà tous les niveaux de l’enseignement général et dans les différents domaines desmathématiques enseignées (Duval 1988, 2004, 2006). Elle constitue le premier seuil decompréhension à franchir. Et ne pas franchir ce seuil entraîne un handicap sérieux dansla résolution de problème, que l’on peut observer non seulement en géométrie, maisaussi pour la mise en équations, ou pour l’application de connaissances mathématiquesà des situations réelles.Les difficultés liées au traitements ne sont évidemment pas les mêmes selon le typede représentation avec lequel on travaille. Car chaque type de représentation offre
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des possibilités spécifiques de transformation interne des représentations. Il y a doncici autant de seuils de compréhension à franchir qu’il y a de types de représentationutilisés non pas seulement pour enseigner les mathématiques mais pour faire unedémarche mathématique. Reprenons l’exemple de tranformation des figures carrés enun assemblage carré de sous-figures triangulaires. Voir heuristiquement une figure engéométrie exige que l’on puisse effectuer soi-même ce traitement. Sans cela on resterabloqué. Or nous avons pu mettre en évidence tous les facteurs gestaltistes qui trèssouvent emêchent de voir ou de reconnaître cette reconfiguration (Duval 1995b). Laconnaissance des figures de bases et de leurs propriétés ne sert absolument à rienpour cela. Elle laisse la très grande majorité des élèves aveugles.
4 Les registres de représentation
La notion de registre s’est imposée pour pouvoir rendre compte de ces deux types detranformations de représentation sémiotiquen qui constituent la spécificité épistémo-logique du travail mathématique, et du fait qu’ils restent complétement incompris parla grande majorité des élèves après de nombreuses années d’enseignement. On ap-pelle registre tous les types de représentations ou, plus exactement, tous les systèmesde représentation sémiotique, qui permettent des opérations de transformation internede représentation , c’est à dire sans avoir à recourir à d’autres types de représenta-tion ou à des sources externes d’information. Toutes les représentations sémiotiques,et en particulier les représentations iconiques, celles dont le contenu a une certaineressemblance à l’objet représenté, ne relèvent pas d’un registre.Cela soulève évidemment la question de savoir quels sont les registres de réprésen-tations. On se contentera de dire ici que la langue naturelle reste un registre dereprésentation, même si ce n’est pas un registre qui permet de développer des al-gorithmes et si elle reste le plus souvent à l’arrière plan de l’activité mathématique.Pour le montrer, il suffit de prendre l’exemple suivant en se demandant si ces quatresreprésentations graphiques représentent le même type d’objet mathématique : si ouilequel, et si non lesquels ?
Figure 3: Comparaison de quatre représentations graphiques produites dans le même registre
Il y a quatre réponses différentes. Et seule la première est immédiatment évidente pourles élèves et tous les adultes cultivés non mathématiciens.Perceptivement on reconnaît au premier coup d’oeil des droites, dont deux ont exacte-ment la même orientation.
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Iconiquement on voit que deux « montent » comme une route, que la troisème est« verticale » et la quatrième est « horizontale » ou « plate ». Et, pour souligner laressemblance, on peut accompagner cela de gestes de la main !Algébriquement, en mobilisant le registres des écritures symboliques, on pourra peut-être dire que les quatres correspondent à l’écriture y = ax + b, mais il sera peut-êtreplus difficile de donner l’écriture particulière de chacune ou alors il faudra se livrer àdes calculs qui dureront souvent 20 minutes et au terme desquels on se trompera sanspouvoir s’en apercevoir. Car alors le graphique sert à rien !Mathématiquement, pour « voir » que trois graphiques sont les graphes d’une fonction,mais non pas le troisième, il faut mobiliser, explictement ou implictement le registrede la langue dans lequel s’énonce la définition qui donne le critère distinctif : pourtout élément de l’ensemble de départ correspond au plus un élement dans l’ensembled’arrivée. Car le langage naturel reste un registre fondamental en mathématiques pourla simple raison que la négation d’abord puis la quantification sont les possibilités detraitement qui caractérisent la langue !Seule la première représentation graphique est immédiatment évidente pour les élèveset tous les adultes cultivés non mathématiciens. La seconde est facilement accessible.Mais la troisième, et la quatrième ? Or ces deux réponses ne peuvent pas venir à l’espritsi on ne mobilise pas le registre des écritures algébriques et celui de langue naturelle.On ne peut pas vraiment faire de mathématiques si on ne mobilise pas explicitementou implicitement deux registres de représentations et si ne on peut pas passer plus oumoins spontanément de l’un à l’autre. En d’autres termes l’activité mathématique nese fait pas au niveau de l’utilisation d’un registre mais à celui du fonctionnement ensynergie d’au moins deux registres. Et cela n’est plus une question de « contruction »de connaissances connaissances, une question de choix de représentation sémiotique,mais une question proprement cognitive de coordination des registres. Et cette questionnous conduit à la deuxième idée directrice.
5 Les processus cognitifs propres à l’activité mathématique et la dis-tance cognitive entre les registres.
La difficulté que les élèves rencontrent pour passer d’un registre de représentation àun autre peut se formuler dans les deux questions suivantes. Comment reconnaitre unmême objet mathématique (nombre, fonction, et) dans deux représentations différentes ?Comment savoir si deux représentations, presque totalement semblables, représententun même objet ?En dehors des mathématiques, ce n’est pas véritablement un problème cognitif. Car ily toujours la possibilité d’avoir un accès non sémiotique aux objets représentés, soitdirectement ou indirectement par des instruments ou des représentations iconiques(photos,vidéos). On peut donc comparer chaque représentation sémiotique à ce qu’ellereprésente. Or ce n’est pas possible en mathématiques et cette limitation nous renvoieà l’exigence épistémologique qui est à la base de toute connaissance et donc de toutecompréhension : comment ne pas confondre l’objet et l’une de ses représentations si
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les représentations sémiotiques sont les seuls moyens d’accès possibles aux objets ?C’est ce que nous avons appelé le paradoxe cognitif des mathématiques.
6 Une distinction clé pour l’analyse des représentations sémiotiques
La distinction entre le contenu d’une représentation et l’objet représenté est essentiellepour expliquer le progrès de connaissance que l’activité mathématique apporte commeFrege l’a montré (Duval 2008) ! Deux représentations d’un même objet n’ont pas du toutle même contenu. Cela implique évidemment que l’on puisse reconnaître un même objetdans deux représentations différentes, surtout si elle ne sont pas produites dans lemême registre. Or c’est cela qui arrête les élèves et qui constitue la première difficultécognitive des mathématiques. Avant même de chercher quelles activités proposer auxélèves pour faciliter cette reconnaissance, il faut s’interroger sur les processus cognitifsqui permettent cette reconnaissance. Et là l’idée même de contenu d’une représentationdoit être précisée. Le contenu d’une représentation, que ce soit une phrase (énonçantune définition ou une instruction), une figure en géométrie, une équation, ou même untableau, fusionne des unités de sens qui ne ne relèvent pas toutes du même niveaud’organisation.Prenons l’exemple des figures en géométrie. Le problème n’est pas la reconnaissance deformes correspondant aux polygones remarquables (triangles, carrés, parallélogrammes,etc.) dans une configuration complexe, mais celui de la déconstruction dimensionnelledes formes qui conduit à distinguer des unités figurales 2D, 1D ou 0D qui sont commeautant d’unités de sens à distinguer ou à reconnaître dans une figure.
Figure 2DComment la voir ? Deux décompositions visuellementincompatibles en unités figurales 2D Déconstructiondimensionnelle enunités figurales 1DAssemblage parjuxtaposition de5 formespolygonales :deux triangles,deux pentagones,un hexagone
Assemblage parsuperposition de3 polygonesréguliers
le réseau desdroites support :8 côtés que l’onpeut prolonger ensortant descontours fermés
Figure 4: Les différentes unités figurales d’une figure (sans compter les points remarquables)
Ainsi l’une des grandes illusions de l’enseignement de la géométrie, dès le niveau del’enseignement primaire, est de faire comme si la déconstruction dimensionnelle desformes, qui est requise par les premières définitions de propriétés était normale, alorsqu’elle est contre-perceptive (Duval, 2005b).Nous pouvons maintenant indiquer le processus cognitif de reconnaissance d’un mêmeobjet dans deux représentations différentes. Il consiste dans la mise en correspondanceentre certaines unités de sens des contenus respectifs de ces deux représentations.
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Ce qui, évidemment suppose que l’on soit capable de discriminer les différentes unitésde sens possibles qui constituent le contenu de chaque représentation. Ainsi , dans ledeuxième schéma de la Figure 2 ci-dessus, les mises en correspondances à faire entreles unités figurales et les expressions numériques sont marquées par les quatre flèchesrouges en traits pleins. L’élève qui ne prend pas conscience de ces mises en correspon-dance ne peut ni réussir à décrire la progression, ni même à comprendre la réponse,car il ne peut pas voir pourquoi les deux représentations sont deux représentations dela même progression.Reprenons maintenant le deuxième exemple, celui de la reconnaissance de ce que lesdifférents graphiques représentent (supra Figure 3). Elle repose sur deux mises en cor-respondance différentes qui mobise deux couples de registres : {Graphiques, écrituresymbolique d’une relation} et {Graphiques, langue naturelle}. Pour le premier couple,la mise en correpondance à faire est entre les valeurs visuelles du graphique et l’écri-ture symbolique de la relation. Pour le second, il s’agit de distinguer les graphiquesqui représentent des fonction et ceux qui ne le sont pas, ou de décrire le graphiqueen fonction de l’équation qui la représente. Or, de manière étrange, l’introduction duregistre des graphiques cartésiens est faite au coup par coup, selon les objets ensei-gnés. Ainsi leur première introduction est pour représenter la fonction linéaire . Celarevient à passer sous silence le fonctionnement des représentations graphiques commevisualisation. Un graphique ne peut alors plus être distingué d’un graphe. En outre,la fonction linéaire étant souvent introduite en relation avec la proportionalité, celarevient à privilégier une seule unité de sens dans les équations : le coefficient.
7 La nécessité de tâches de reconnaissance
Pour que les élèves prennent conscience des différentes unités de sens possibles dansle contenu des représentations et pour qu’il puissent reconnaître les correspondanceset les non correspondances entre deux représentations de registre différents, il fautdes tâches de reconnaissane qui ne sont ni les exercices classiques ni des problèmes.Ces tâches doivent organiser l’observation en parallèle des variations de contenus dereprésentation dans deux, ou même trois registres à la fois.
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Variations VisuellementSignificatives de la positiond’une droite
x
y
x
y
x
y
x
y
Co-variationsdans l’écriturede l’équationy = 3x
y = −3x
y = 1/3x
y = 3x + 1
Variations sémantiques desunités de sens de l’équation
a est plus grand que 1
a est l’opposé par rapport à 0
a est l’inverse par rapport à 1
a est plus grand que 1 et ladroite passe au dessus del’origine
Figure 5: Organisation d’une tâche de reconnaissance.
L’organisation d’une tâche de reconnaissance requiert que l’on respecte deux condi-tions pour les variations d’une représentation dans le registre de départ. Les variationsvisuelles du graphique doivent correspondre à des contrastes visuels, car sémiotique-ment les unités de sens se distinguent par des oppositions. Et il faut respecter la règlefondamentale de la méthode expérimentale qui consiste à ne faire varier qu’un seuleunité de sens à la fois et non pas plusieurs en même temps. L’observation consiste alorsà anticiper, ou à reconnaître si on propose plusieurs choix, les variations correlativesque chaque variation dans le registre de départ entraîne dans le registre d’arrivée.Il s’agit évidemment là d’une activité d’exploration qui, à la différence de celles présen-tées plus haut (Figures 1 et 2 ) n’est pas d’abord centrée sur les objets mathématiquesreprésentés. Mais elle a ceci de commun avec toutes les analyses des exemples quenous avons présenté : on ne présente jamais une représentation ou un problème sansen présenter des variantes et sans faire réfléchir les élèves sur ces variations.La langue naturelle a une place particulière et importante dans l’enseignement desmatthématiques où on fait deux utilisations complétemment différentes : l’une selonles pratiques spontanées de communication, d’explication ou d’argumentation, et l’autre
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selon les exigences propres aux définitions et au raisonnement mathématiques (Duval1995a). Or cela est une source d’incompréhension entre les élèves et les enseignantschaque fois que la langue est utilisée soit comme registre de départ pour poser desproblèmes soit comme registre de traitement, en géométrie, pour justifier ou prouver.Pour faire prendre conscience des différences de fonctionnement discursif entre cesdeux utilisations de la langue naturelle, il faut recourir à des représentations auxi-liaires qui donnent aux élèves un moyen de visualiser et de contrôler eux-mêmes lesopérations de traitement des énoncés qui sont propre aux mathématiques. C’est en sensque nous avons fait travailler sur le raisonnement déductif en géométrie fait dans lalangue naturelle, la conversion se faisant ensuite des représentations auxiliaires versla formulation en langue naturelle (Duval 1991, 2007).L’enjeu de toutes les activités visant à faire prendre conscience des correspondancesde contenu entre des représentations de registres différents et, aussi, du fonctionne-ment propre à chaque registre est le développement chez les élèves de la coordinationdes registres. C’est la condition nécessaire pour que les différents registres de repré-sentation sémiotique fonctionnent cognitivement en synergie. Sans cette coordinationles élèves ne peuvent pas comprendre, c’est à dire reconnaître de quoi on parle ouprendre la moindre initiative. De plus, en mathématiques, la conceptualisation émergeseulement au niveau de cette coordination, en raison même du paradoxe cognitif quileur est propre.
8 L’application des mathématiques à la réalité : séparer deux « mo-délisations» confondues dans des représentations mixtes
Un changement important s’est opéré dans l’enseignement des mathématiques au coursde ces quinze dernières années. On donne la priorité à une approche empirique desobjets étudiés dans le contexte de problèmes correspondant à des situations réelles.Cela soulève la question importante suivante : Passe-t-on directement de donnéesconstituant une situation réelle à l’utilisation de connaissances mathématiques et doncde représentations sémiotiques permettant de modéliser la situation, et inversement ?Pour analyser les processus cognitif de ce passage nous allons prendre une exempleclassique, celui de l’utilisation du théorème de Thalès. L’analyse cognitive montre quel’utilisation de ce théorème pour calculer des distances inacessibles mobilise explicite-ment ou implicitement trois types de représentations que nous devons séparer. Et deuxcorrespondent à des modélisations différentes — ici la schématisation de la situationde visée et la visualisation géométrique — pour pouvoir appliquer le théorème et pourreconnaître comment l’appliquer.
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Figura 6: Séparation des représentations mobilisées pour utiliser un théorème dans la réalité
Dans beaucoup de manuels on trouve maintenant des représentations mixtes, qui su-perposent une photo et/ou un des trois schémas avec une figure géométrique codée.Et cela est donné comme s’il s’agissait d’une seule et même représentation ou commesi les schémas et les figures étaient des représentations équivalentes !Les deux visualisations superposées en une représentation mixte renvoient chacuneà des fonctionnement cognitifs différents. Elles remplissent également des fonctionsdifférentes. Ainsi l’image schématisée peut être convertie en une description verbale desphénomènes n’ayant rien de commun avec l’énonciation mathématique des propriétésdu théorème. Cela entraîne une conséquence importante pour l’enseignement. Donnerd’emblée des représentations mixtes ou se limiter aux seules figures géométriques,même dans une approche empirique ou pragmatique, c’est maintenir chez les élèves unfossé cognitif infranchissable entre les « connaissances» géométriques et les situationsréelles dans lesquelles ils seront appelés à les appliquer.Des activités portant sur la production de l’image schématisée et sur son articulationavec la figure d’un théorème sont donc aussi fondamentales que celles portant sur lescalculs à faire pour appliquer un théorème. Car on ne peut pas laisser aux élèves lacharge de deviner les différentes situations et les différentes représentations à mettreen relation pour qu’ils deviennent capables de reconnâitre où et comment appliquerdes connaissances mathématiques.Cet exemple nous conduit à la troisième idée directrice pour l’analyse de la compré-hension des mathématiques en relation avec des situations réelles, physiques, écono-miques ou autres. L’application des mathématiques à la réalité n’est jamais directe. Ellerequiert la supeprosition de deux modélisations différentes qu’il faut soigneusement sé-parer, l’une non mathématique et l’autre mathématique. L’enjeu de cette séparation est
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un développement de l’imagination et de la compétence pour savoir comment appliquerdes connaissances de géométrie dans des situations totalement différentes.
9 Conclusion
Il y a deux approches totalement différentes pour analyser les problèmes de compré-hension que l’enseignement des mathématiques soulève.La première est celle du point de vue mathématique. Elle se focalise sur l’ordre descontenus et des procédures mathématiques à introduire et, surtout, elle ne prend pasen compte la situation épistémologique à part des mathématiques. On part de l’idéeque les processus cognitifs d’acquistion seraient les mêmes en mathématiques quedans les autres domaines de connaissance. La seconde est une approche cognitive quiprend en compte la situation épistémologique particulière des mathématiques dans lamanière d’accéder aux objets de connaissance, dans les méthodes de travail et dansles démarches de preuve.La différence profonde entre les deux approches porte sur la nature du travail ma-thématique et du fonctionnement de la pensée en mathématiques. Consistent-ils en lamobilisation de « concepts » et en l’utilisation des capacités communes de raisonne-ment et de voir, de visualiser ou, au contraire, dépendent-ils du type des représentationssémiotiques mobilisées et des démarches de pensée spécifiques aux mathématiques ?En réalité les deux approches ne considèrent pas le même côté de l’activité mathéma-tique. Cela apparaît nettement dans l’analyse de ce qu’on appelle de manière souventtrop générale la « résolution de problème » et dans l’explication des difficultés de com-préhension. Du point de vue mathématique, ce qu’on analyse, c’est toujours la résolutiond’un problème posé et, pour cela, on part de sa solution pour expliciter les différentesconnaissances et procédures permettant de le résoudre. L’analyse est donc rétroactiveet chaque fois particulière au problème posé. Et on tend à expliquer toutes les diffi-cultés de compréhension comme étant des difficultés spécifiques aux concepts et auxobjets enseignés. Du point de vue cognitif, ce qu’on analyse ce sont les processus quipermettent de reconnaître soi-même les connaissances mathématiques à utiliser dansle cadre du problème posé, quel qu’il soit. Car il ne sert à rien qu’on vous explique lasolution, si vous ne voyez pas comment vous auriez pu y penser vous-même. Le plussouvent, d’ailleurs, les élèves ne sauront pas comment transférer à un problème proche.En d’autres termes la question cognitive porte sur les gestes intellectuels qui font letravail mathématique, avant même que l’on ait la moindre idée de la solution cherchée,quel que soit le problème. C’est là que les véritables difficultés surgissent. Ce sont lesdifficultés récurrentes qui viennent de l’incompréhension ou de l’ignorance des gestesintellectuels propres aux mathématiques.Aussi bien dans l’organisation des programmes que dans les recherches sur l’enseigne-ment, l’approche mathématique est la seule qui est réellement prise en compte. Elle estd’emblée d’emblée considérée comme évidente, même si on se soucie de l’organisationdes activités en classe. Mais cela se fait d’abord du point de vue des enseignants.Le travail des élèves n’est envisagé que localement, par rapport à l’organisation desactivités. Et on ne se pose pas vraiment la question : en quoi l’apprentissage des
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mathématiques aide - t-il les élèves à développer leur capacité à penser, à voir, àimaginer, à organiser l’information, au delà de l’acquisition de telle connaissance outelle technique particulières ?Pour pouvoir répondre positivement à cette question, ou plus exactement que pour lagrande majorité des élèves eux-mêmes puissent répondre eux-mêmes à cette ques-tion, il faut voir et enseigner les mathématique autrement (Duval, 2011). En d’autrestermes, il faut que l’enseignement montre et prenne en charge l’autre face de l’activitémathématique.
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